

























































































2. 1. 1 定義
性質Pが公理化可能な（axiomatizable）性質である




























I:={ （ψn／＼ χ1) V VxVy (x=y) } 
とおけばよl.t¥o 
( 3）「無限性j の公理化に関して、いくつかの注意すべき論点がある。「少なくとも 2つの元を























α3= Vy (y拘→ヨx(y=fx））・・ ・ r c以外の要素はすべて何かの後者であるj
この公理系（公理集合） rのそデルとなる構造は必ず無限構造である。だからといって、「無限性J
の公理化がこの公理系Fでなされる訳ではない。 rのモデルとしては、構造く回、 0、s＞がある。 0（ゼ
ロ）が定項cの解釈となり、後者関数sが関数記号fの解釈である。後者関数sは、 NからN自身の
真部分集合の上への単射である。まさに無限構造であるから、そのような単射である関数が存在し
うる。しかし、 Fのモデルとならない無限構造側、 0、I>および側、 0、fo＞が存在する。ここで Iは
同一性関数： I(x)=x、foは定数値関数0：品（が＝Oである。構造側、 0、I>およびく図、 0、fo＞が持つ
関数 Iと丸は、いずれも、 NからN自身の真部分集合の上への単射ではない。それにも関わらず、こ
れらの構造は無限構造である。このことが意味することは、公理系rは、これら三つの構造：側、 0、











































αA三αGC八Vx'¥/y'¥/z( x・（y• z) = (x • y）・ z)
八Vx'¥/y'¥/z(x・（y句） = (x • y) + (x • z)) 









αu三Vx(u • x=x • u=x）・・・‘u’は‘・’に関する単位元である
αD三Vx'¥/y(x • y=e→x=eVy=e）・・・ゼロの非ゼロのみによる分割の非存在
α4三時：u• ・・加法単位元と乗法単位元は異なる
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( 7)標数ゼロ（p=O）の体は、公理化可能ではあるが、有限的に公理化可能ではない。という
のは、標数ゼロの体を定義する公理の集合Aの中に、無限個の公理を用いざるを得ないからである。


















件（ヨエ） （~ ~二 SENT&l: は決定可能な集合である＆T=Cn(l:))
右辺は「理論Tがそれの論理的帰結であるような公理の決定可能集合Zが存在するj を意味する。





て、 Th(g）が群の公理αG（つまり L＝｛αG｝）の論理的帰結である（Th(g) =Cn (g））、と言え
るからである。もちろん、この場合の公理の集合エは有限集合である。同様に、可換群、環、体な
どの理論もすべて有限的に公理化可能である。
( 2）実数の理論は公理化可能である。実際、実数構造賢三く鹿、 0、1、＋、・〉の理論 Th（況）は、
実数の公理の無限集合1: （体としての実数構造は標数ゼロであるから公理も無限集合となる）の論
理的帰結である、すなわち、 Th（的＝Cn(l:）であるからである。




































（ここで、 Mod(Z）は、 Z中のすべての文が真となる構造、つまり Zのモデルとなる構造、のクラ
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はなし、。（Q.E.D.)















一般に、 M~N ならば Mod(N）~ Mod(M）であるω。ゆえに、上でA~ r U ｛ψil、…、 ψJとおいた
から、
Mod(r u {<f>u、…、 <f>ip} ）~Mod(A) ・……・①
である。また、一般に、 Mod(MU N)=Mod(M) n Mod(N）が成り立つ（3）から、
Mod(r u ｛ψml )=Mod ( r) n Mod （｛ψm}) …・・・…②
である。さらに、 Mod（｛ψro}) =Mod( {q>il、…、 <f>ip}) だから、
②の右辺＝Mod( r) n Mod( ｛ψil、…、 ψip}) =Mod(r u {q>i1、…、 ψip}) 
よって、②より、
Mod(ru ｛ψ1n} )=Mod(r U {q>il、…、 ψip}) 
従って、①より、
Mod(r u ｛ψml ）~Mod(A）…・…・③
が導ける。
ところで、 Fは任意に大きな有限モデ、ルを持つ文の集合だったから、少なくとも m個の要素から
成る有限モデルを持つことができる。そのようなモデ、ルの一つをAとする。すると、 AEMod(r u 
{q>m } ）である。なぜなら、文ψmは「少なくとも m個の要素が存在するJと述べている文であるか
ら、 Aで文ψmが真となるからである。よって、③より、 AEMod(A）。




いま、 F寧＝ ru ｛ψn I l<n｝の持つモデルをBとすると、 Bも無限モデルである。なぜなら、
Mod(rつ＝Mod( r) nMod （｛ψnl lくn｝）で、 BEMod(r勺より、 BEMod ( r)かつBEMod
c { cpn I 1くn｝）となるが、｛ψnI 1くn｝のモデルは無限モデルだったから、そのようなモデルのー
10 田畑博敏：第一階論理の特徴






















在して、 K=Mod(r)、M-K=Mod(A）とする。ところで、 kn (M-K) =0=Mod(r) n Mod( i) 
=Mod(r u a）。こうして、文の集合Fu Aはモデ、ルを持たないから、コンパクト性定理によって、
モデルをもたない、 ru Aのある有限部分集合が存在する。それを｛φ1、…、 φn、χ1、…、 χJ
~ru Aとする。このとき、 Mod（φ1、…、 φn、χ1、…、 χm）＝の＝｛ ｝である。いま、 φ1、
φnE F、χ1、…、 χmEAとしても、一般性は失われない。 3.2.2の証明での註と、 Mod（｛φ1、…、
φn } U ｛χ1、…、 χm｝）＝のにより、 Mod（φ1、…、 φn) n Mod（χ1、…、 χm)=0。｛φ1、
φn } f;rより、 K=Mod(I')f;Mod（φ1、…、 φnL,｛χ1、…、 χm｝ ~A より、 M-K=Mod(A）~
Mod（χ1、…、 χm）。これらによって、 Mod（φ1、…、ゆn) ~Mod(r)=K が成り立つ（4）。こうし
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成されるLの拡大とする。また、エ申＝Th(N)U ｛αn I nEN｝とする。ただし、 αnは、 kによって
表示される個体が数nではないと主張する文、すなわち、

































L を基数ρ の言語とする。基数α のすべての構造3、基数γ のすべての部分集合 C~A およびγ 、




Cを含む（C豆Bo）基数3の、 Aの部分集合Boから出発して、 Aの部分集合の鎖（chain): 
E拓三 B1~ …~A を作る。各Bi(i=l, 2, 3，…〉は基数。を持つ。こうしてできる B=LJ nENBnに制
限した弘すなわち、~ tBが3の初等部分構造であり（:Jt B＜~）、この:1 t Bが求める構造である。
この最後の段階で、存在命題ヨxφがある構造3で充足されるとき、その証拠（witness）となる文
φがその構造で充足される、という初等部分構造の判定基準を使う。（Q.E.D.)
4. 1. 1 系（レーベンハイム・スコーレム定理）
Fを基数γの文の集合とする。もしFがγ以上の基数α （α主 γ）を持つならば、そのとき、 γ
壬8三五αであるようなすべての基数/3( ~丞 ω）に対して、 rは基数8 のモデルを持つ（ωは自然
数の集合の基数）。
4. 1. 2 系（スコーレム： 19 2 0) 
もしFがモデルを持つような文の可算集合（可算無限集合を含む）であるとき、 Fは可算モデ、ル
を持つ。
4. 1.3 系（レーベンハイム： 19 1 5) 
もし文φがモデ、ノレを持つ（＝充足可能である）ならば、そのとき、 φは可算モデ、ルを持つ。
4. 1. 4 系
実数の理論は可算モデ、ルを持つ0












r=Th （く3、空＞） u ｛「c~＝co Iとく5く(3} 
このFがモデルを持つことを示す。その際、コンパクト性定理が使われる。そして、基数8以上の基






鳥取大学教育センタ一紀要第 6号（2009) 13 
Manzanoによれば、 1930年代にスコーレムは算術に対する非標準モデ、ルの存在に気づいていた（6）。
しかし、長い間、それは病理的現象として無視されていた。ところが、 1950年のへンキン（Leon





















(2)Mf二N司Mod⑪J)~Mod伽）と b、うことを示す。いま、 M~N とする。ある構造Aにつき、 AEMod(N）、しかし
MMod(M)とする。前者より、釦N、後者より、～仲間、ゆえに、ある文φEMがあって、～（山ゆ）。と
ころが、仮定より M~二N であるから、 φEN。しかも、必N だから、釦 φ。よって、矛盾であるのゆえに、
どんな構造Aについても、 AEMod(N)＝争AEMod伽）すなわち、 Mod(N）~Mod~のである。
(3) Mod (M UN)= Mod倒）nMod(N）を示す。任意の構造Aについて、AEMod(MUN）ならば、MMUN、つまり、
構造Aは文のクラス M とクラス N の両方のそデ、／レとなる。がM&A~N。よって、 AEMod(M)&A EMod(N）、
ゆえに、 AEMod伽）ηMod(N）。こうして、 Mod(MU N)kMod伽）nMod(N) が示された。逆に、任意の構
造Aについて、 AEMod伽）nMod(N）とする。集合算によりAEMod伽）＆AEMod(N）であるから、 AトM&AトN
である。すなわち、構造Aは、文のクラスMのモデ、ノレであり、さらに文のクラスNのモデルでもある。よっ
て、 Aは文のクラスMu Nのモデルである。つまり、 MMUN、ゆえに、 AEMod(MUN）。 こうして、
Mod仏If)n Mod(N) k Mod伽 UN) が示された。
(4）さもないと、ある構造3が存在して、 ~EMod（ φ1、…、 φn）かつ祇Mod(f）となる。後者より、 ~EM-K
=Mod(A) ：.~EMod（ χ1、…、 χm）。こうして、 ~EMod（φ1、…、 φn) nMod（χ1、…、 χm）となる。こ
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